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第 5 章 ：周波数応答

学習目標 ： 動的システムの周波数応答特性を理解する。

ベクトル軌跡による表示ができるようにする。

5.2  ベクトル軌跡

キーワード ： ベクトル軌跡

5.1  周波数応答と伝達関数

キーワード ： 周波数伝達関数，ゲイン，位相
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第 5 章 ：周波数応答

学習目標 ： ボード線図を用いて周波数特性を図式的に

表すことができるようにする。折れ線近似に

より、高次系のボード線図が描けるようにする。

5.4  ボード線図の性質

キーワード ： ボード線図の利点

5.3  ボード線図

キーワード ： ボード線図，ゲイン曲線，位相曲線
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入力 twsin の周波数 に応じて振幅と位相が変化するw 4

5.1  周波数応答と伝達関数

線形システム（安定な LTI システム）

（一定周波数の）正弦波を入力として加え

続けると，定常状態ではその出力も入力と

同じ周波数の正弦波になる．

)(sG

tu wsin= )sin( fw += tAy

振幅の変化 |)(| wjG

位相の差 )( wjGÐ

ゲイン

位相（位相差）
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5.2  ベクトル軌跡

周波数 を一つ定めると，

はある複素平面上の

ベクトルとして表せる．

w
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を と変化させると

は軌跡を描く
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ベクトル軌跡

)( 1wjG
1ww =

)( 2wjG
2ww =

)( 3wjG
3ww =

)( 4wjG
4ww =

Im

Re
O

6

5.3  ボード線図

周波数 に対しw
|)(| wjG

)( wjGÐ

の変化を表すゲイン曲線

の変化を表す位相曲線

横軸：周波数 を対数目盛り

縦軸：ゲイン曲線 |)(|log20 10 wjG デシベル値（dB）

位相曲線 度)(!

w

絶対値 1.0 1 2 2 10 100

デシベル値 20- dB 0 dB 3dB 6 dB 20dB 40dB

12 10ww =(1 デカード（dec） )

|)(| wjG
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2 次系
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［ 例 5. 1 ］ ゲイン線図の重ね合わせ
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図 5. 12  各要素のゲイン線図 図 5. 13  G(s)のゲイン線図
（折れ線近似） （折れ線近似と実際の曲線）
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［ 例 5. 1 ］ 位相線図の重ね合わせ
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図 5. 12  各要素の位相線図 図 5. 13  G(s)の位相線図
（折れ線近似） （折れ線近似と実際の曲線）
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第 6 章 ：フィードバック制御系の安定性

6.1  フィードバック系の内部安定性

学習目標 ：フィードバック制御系の内部安定性について

理解する．ナイキストの安定判別法を理解し，

フィードバック制御系の安定性を判定できる

ようになる．

キーワード ： 内部安定性，特性多項式

6.2  ナイキストの安定判別法

ナイキストの安定判別法キーワード ：

11

第 6 章 ：フィードバック制御系の安定性

学習目標 ：

6.3  ゲイン余裕，位相余裕

キーワード ： 位相交差周波数，ゲイン交差周波数，

位相余裕，ゲイン余裕

簡単化されたナイキストの安定判別法に

ついて理解する．安定性の程度を評価する．

ゲイン余裕や位相余裕について理解する．
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ダイナミカルシステムの安定性 (復習: 3.5 節)

安定でない ＝ 不安定

安定性（有界入力有界出力安定（BIBO 安定））
有界な大きさの任意の入力（ ）に対して，その

出力がやはり有界（ ）であるとき，安定という．
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安定：すべての有界入力 に対して，出力が有界

の場合

不安定：安定でない場合
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(教科書 p.56)
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6.1  フィードバック系の内部安定性

［例 6.1 ］ 不安定な極零相殺
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［ 例 6.1 ］ 不安定な極零相殺
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フィードバック系の内部安定性

内部安定性

外部から加わる信号 から各要素の

出力 への 4 つの伝達関数がすべて安定
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外部から加わる信号 から各要素の

出力 への 4 つの伝達関数がすべて安定

内部安定性
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［ 定理 ］ （内部安定性の必要十分条件）

特性多項式
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のすべての根の実部が負

既約
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不安定な極零相殺が生じている

0)1)(1( =+-= ss

P(s) と K(s) の間に不安定な極零相殺が存在するとき，
フィードバック制御系は内部安定ではない． (教科書 p.109) 24

第 6 章 ：フィードバック制御系の安定性

6.1  フィードバック系の内部安定性

学習目標 ：フィードバック制御系の内部安定性について

理解する．ナイキストの安定判別法を理解し，

フィードバック制御系の安定性を判定できる

ようになる．

キーワード ： 内部安定性，特性多項式

6.2  ナイキストの安定判別法

ナイキストの安定判別法キーワード ：
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6.2  ナイキストの安定判別法

フィードバック系の内部安定性

特性多項式 の根を求める0)( =sfÛ

開ループ伝達関数の周波数応答に

基づき図的に判別する

因数分解などにより，直接計算する

ラウス＝フルビッツの安定判別法を適用する

実際的でない

高次系では手間がかかる

PCL =

P (s)✛ C(s)! ❣✛✛
−

✛
✻

L(s) ✛✛

開ループ伝達関数 26
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ナイキストの安定判別法

［1］ 目的

)())((
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!
! = （閉ループ系の極）

（開ループ系の極）

},,,{ 21 nppp !

},,,{ 21 nrrr !

：開ループ系 の極

：閉ループ系（制御系）の極
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（ の中で）開ループ系の不安定極の数},,,{ 21 nppp !=Π
知っている

（ の中で）閉ループ系の不安定極の数},,,{ 21 nrrr !=Z
知りたい

還送差
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閉曲線 の内部にある開ループ系の極の数

［2］ 方法

閉曲線 C （このなかにすべての不安定な極がある）

=Z 閉曲線 の内部にある閉ループ系の極の数C

=Π C

C
Im

Re

a

O

c

b
半径 ¥®R

図 6.3（a） 右半平面全体を囲む閉曲線C
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写像 )()(1 sKsPw += 複素数 を決めると，対応
する複素数 が定まる．

s
w

：（閉曲線 に沿って）

OO ®®®® cba と時計方向に 1 回転

s C

このとき，対応する が描く軌跡：w
1Γ

1ΓN = が原点を時計方向にまわる回転数

CssKsPΓ =+ )]()(1[:1

図 6.3  閉曲線 とその による像)()(1 sKsP+C 1Γ
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ΠNZ +=

Π
N
：既知

：図的に調べる

Z ：知ることができる

0=Z

0¹Z

ならば安定

ならば不安定

Z ：閉曲線 の内部にある
閉ループ系の極の数 (知りたい)

C

Π ：閉曲線 の内部にある
開ループ系の極の数 (知っている)

C

N ： が原点を時計方向に
まわる回転数 (数える)
1Γ

C
Im

Re

a

O

c

b

1ΓIm

Re
O



dynamical systems and control 03 04

6

31

［4］ ベクトル軌跡の利用

が原点を
N回まわる

1Γ

)()( sKsPv = )()(1 sKsPw +=右に 1 だけ移動

1Γ

が点 を
N回まわる

)0,1(-Γ

Γ ：ナイキスト軌跡
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• 上を

• 上を:s C a®O と動くとき，ベクトル軌跡

に一致する)()( ww jKjP )~0( +¥=w

¥• 半径 の円周上を動くとき 0)()( =¥¥ KP

C O®c と動くとき，ベクトル軌跡と

実軸に関して対称

CssKsPΓ =)]()([:

半径 ¥®R
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ナイキストの安定判別法

［ステップ 1 ］ 開ループ伝達関数のベクトル軌跡 を，

角周波数 の範囲で描く．さらにこれを実軸

に関して上下対称に描き，ナイキスト軌跡 を得る．

［ステップ 2 ］ ナイキスト軌跡 が点 のまわりを時計方向に

まわる回数を調べ，これを N とする．

［ステップ 3 ］開ループ伝達関数 の極の中で実部が正で

あるものの個数を調べ，これを とする．

［ステップ 4 ］閉ループ系の不安定な極の数は となる．

したがって， ならばフィードバック制御系は安定，

ならば系は不安定である．

)()( ww jKjP
+¥= ~0w

Γ

0=Z

Γ

)()( sKsP
Π

ΠNZ +=

0¹Z

)0,1(-

34

安定 Û 0=Z Û ΠN =-

ナイキスト軌跡が点 のまわりを反時計方向に

まわる回数が, 開ループ伝達関数の不安定極の個数

に等しいならば，制御系は安定である．

)0,1(-

•ループを閉じる前の開ループ伝達関数の周波数応答によって，
図的に制御系（閉ループ系）の安定性を判別できる

•計算の必要がなく，次数の高い系やむだ時間系にも容易に
適用できる

•実測データに基づいて判定できる

•直感的に分かりやすく，さらに安定余裕も調べられる

ナイキストの安定判別法の利点

35いま考えているのは、どの伝達関数 ?

現在このイメージを表示できません。

G(s) ✛✛ uy

伝達関数

P (s) ✛✛ uy

制御対象

C(s) ✛✛ eu

コントローラ

P (s)✛ ry
C(s)! ❣✛e✛

−✻

u✛

フィードバック制御系

T (s) ✛✛ ry

閉ループ伝達関数

P (s)✛ C(s)! ❣✛✛
−

✛
✻

開ループ伝達関数

L(s) ✛✛

€ 

L = PC
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［ 例 6.2 ］

)()()( sKsPsL =
)3)(2)(1(
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=
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［ステップ 1 ］

［ステップ 2 ］ 0=N

［ステップ 3 ］ 0=Π

［ステップ 4 ］ 0=+= ΠNZ 制御系は安定
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［ 例 6.3 ］
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［ステップ 1 ］
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（不安定系の場合）

（a） 2=K （b）
4
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安定

［ステップ 4 ］ 011 =+-=+= ΠNZ

［ステップ 2 ］ 1-=N

［ステップ 3 ］ 1=Π

0110 ¹=+=+= ΠNZ

0=N

1=Π

38

［ 例 6.4 ］

)2)(1(
)(

++
=

sss
KsL

［ステップ 1 ］

（虚軸上に極がある場合）

閉曲線 に対するナイキスト軌跡C
0=w

Þ
の近傍で不連続， を求められないN

Im

ReO
1-

+= 0w

-¥=w

+¥=w

-= 0w

39

0=s を回避し，左に見るように経路 fed ®®

（新たな閉曲線 内に の極は入らない）C 0=s

経路 fed ®® qe jes = ,0( ®e )9090 !! ££- q

q

e e
jeK -

®
=

2
lim

0

Im

ReO

a

b

c

d

e
f

qe jes =

)(lim
0

q

e
e jeL

® 0
lim
®

=
e

K
)2)(1( ++ qqq eee jjj eee

)2)(1(
)(

++
=

sss
KsL

半径
の円周

¥
から!90+ !90-

時計方向に

へ

40

［ステップ 2 ］ 0=N

［ステップ 3 ］ 0=Π

［ステップ 4 ］ 0=+= ΠNZ 制御系は安定

Im

ReO
1- +¥=w

-¥=w

-= 0w

+= 0w

d

e

f

Im

ReO

a

b

c

d

e
f

qe jes =

41

第 6 章 ：フィードバック制御系の安定性

6.1  フィードバック系の内部安定性

学習目標 ：フィードバック制御系の内部安定性について

理解する．ナイキストの安定判別法を理解し，

フィードバック制御系の安定性を判定できる

ようになる．

キーワード ： 内部安定性，特性多項式

6.2  ナイキストの安定判別法

ナイキストの安定判別法キーワード ：

42

第 6 章 ：フィードバック制御系の安定性

学習目標 ：

6.3  ゲイン余裕，位相余裕

キーワード ： 位相交差周波数，ゲイン交差周波数，

位相余裕，ゲイン余裕

簡単化されたナイキストの安定判別法に

ついて理解する．安定性の程度を評価する．

ゲイン余裕や位相余裕について理解する．
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開ループ伝達関数が安定な場合

0=Π より

0=N

簡単化されたナイキストの安定判別法

［ステップ 1 ］ 開ループ伝達関数の極の中に，その実部が正となる
ものがないことを確認する．

［ステップ 2 ］ 開ループ伝達関数のベクトル軌跡 を

角周波数 の範囲で描く．

)()( ww jKjP
+¥= ~0w

［ステップ 3 ］ を から へ変化させたとき，この開ループ伝達

関数のベクトル軌跡が点（-1,0）をつねに左に見るように
動くならば，系は安定である．また，右に見れば系は

不安定となる．

w 0 ¥

ΠNZ +=!
0=Z となるためには

開ループ極

閉ループ極

44

6=K

［ 例 6.5 ］

)2)(1(
)(

++
=

sss
KsL

（安定系の場合）

,3=K ,6 12

ちょうど点 を通過する)0,1(-
Þ 安定限界

点 を右にみるようになる)0,1(-
Þ 不安定

12=K のとき

6=K のとき

点 を常に左に見る)0,1(-
Þ 安定

3=K のとき

Im

Re
1-

12=K

3=K

0

不安定

安定限界

安定

45

1- 0=w
¥=w

安定

1- 0=w
¥=w

安定

1-
0=w

¥=w

不安定

0 0

0

［例］ 簡単化されたナイキストの安定判別法

0=w
¥=w

1- 0

安定
46

（a） 安定 （b） 安定限界 （c） 不安定

図6.11  ベクトル軌跡と安定性

Im

Re O

Im

Re

Im

Re

1

1-

1-

1

1-

1-

1

1-

1-

OO
P GP

G

6.3  ゲイン余裕，位相余裕

47

ベクトル軌跡がちょうど点 の上を通る

（b） 安定限界

図6.11  ベクトル軌跡と安定性

安定限界のとき，

)0,1(-

y
)( wjL+

-

pcw ：ベクトル軌跡の位相が
!180- になる周波数

!180)()( -=Ð pcpc jKjP ww

1|)()(| =pcpc jKjP ww

のとき

O

Im

Re

1

1-

1-

48

安定のとき，

（a） 安定
図6.11  ベクトル軌跡と安定性

（c） 不安定
図6.11  ベクトル軌跡と安定性

!180)()( -=Ð pcpc jKjP ww

1|)()(| <pcpc jKjP ww

のとき

不安定のとき，

!180)()( -=Ð pcpc jKjP ww

1|)()(| >pcpc jKjP ww

のとき

Im

Re

1

1-

1-

O
P

G

Im

Re

1

1-

1-

O

GP
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49

位相交差周波数 pcw

ベクトル軌跡が負の実軸を横切る点 に対応P

位相が になる!180-

Im

Re O

Im

Re

Im

Re

1

1-

1-

1

1-

1-

1

1-

1-

OO
P GP

G

（a） 安定 （b） 安定限界 （c） 不安定

50

ゲイン交差周波数 gcw
ゲインがちょうど になる点 に対応G
単位円を横切る

1

!180)()( -=Ð gcgc jKjP ww

!180)()( ->Ð gcgc jKjP ww

!180)()( -<Ð gcgc jKjP ww

安定

安定限界

不安定

（a） 安定 （b） 安定限界 （c） 不安定

Im

Re O

Im

Re

Im

Re

1

1-

1-

1

1-

1-

1

1-

1-

OO
P GP

G
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ゲイン余裕 GM

OP
1GM =

あとどれだけゲインを増やすと

制御系が不安定になるか．
Re

1-
O

P

G

ImGM
1

PM

ベクトル軌跡が点 からある程度離れて

いるならば，安定余裕がある．

)0,1(-

図 ゲイン余裕，位相余裕

(dB)

位相余裕 PM

あとどれだけ位相が遅れると

制御系が不安定になるか．

GOPPM Ð= )(!

52

0=w
¥=w

安定（条件付安定）

Re
1-

0

Im

)2)(1(
1)(

++
=

sss
sL

6
1

-

6GM =

安定

0=w

¥=w

Im

Re

1- 0

［例］ゲイン余裕

¥=GM

53

ボード線図での読み取り

ゲイン交差周波数 でgcw

（a） 安定 （b） 安定限界 （c） 不安定

w

w

w

ww

w

0 dB 0 dB0 dB

!180- !180- !180-

gcw gcw

pcwpcgc ww =pcw

位相 位相位相

ゲインゲイン ゲイン

GM

PM

Im

Re O

Im

Re

Im

Re

1

1-

1-

1

1-

1-

1

1-

1-

OO
P GP

G

を読み取る．PM

（a） 位相が より進む!180-
安定限界

不安定

Þ 安定

Þ
Þ

（b） 位相が ちょうど!180-
（c） 位相が より遅れる!180-

54

（a） ゲインが dB より低い0
安定限界

不安定

Þ
Þ

Þ

安定

（b） ゲインが dB ちょうど

（c） ゲインが dB より高い

（a） 安定 （b） 安定限界 （c） 不安定

w

w

w

ww

w

0 dB 0 dB0 dB

!180- !180- !180-

gcw gcw

pcwpcgc ww =pcw

位相 位相位相

ゲインゲイン ゲイン

GM

PM

Im

Re O

Im

Re

Im

Re

1

1-

1-

1

1-

1-

1

1-

1-

OO
P GP

G

位相交差周波数 でpcw を読み取る．GM

0
0
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41.1=pcw

［ 例 6.6 ］

)2)(1(
)(

++
=

sss
KsL

（虚軸上に極がある場合）

)3( =K

20

0

60-

20-

40-

110- 010 110

110- 010 110

100-

140-

260-

180-

220-

97.0=gcw

41.1=pcw
w

!

6dB)GM(@

)20PM( !@

ゲ
イ
ン
［

dB
］

［rad/s
］

位
相
［
］

w ［rad/s
］

41.1@pcw

6dBGM @

97.0@gcw

!20PM @

ゲイン交差周波数

位相余裕

位相交差周波数

ゲイン余裕

56

)8)(12(
4)(

++
=

sss
sL のボード線図［ 例題 ］

110

110

010110-210-

010110-210-

40

60-

40-

20-

0

20

90-

120-

150-

210-

180-

ゲイン交差周波数

4.0=gcw [rad/s]

位相交差周波数
2=pcw [rad/s]

－130

－25ゲ
イ
ン
［

dB
］

位
相
［
］!

ゲイン余裕
]dB[25GM@

位相余裕
][50PM !@

Q

Q
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［ 例題 ］

110

110

010110-210-

010110-210-

40

60-

40-

20-

0

20

90-

120-

150-

180-

210-

ゲイン倍によるゲイン余裕と位相余裕の変化

)()(' sLKsL =

)8)(12(
104)('

++
=

sss
sL

10 )(sL=

ゲ
イ
ン
［

dB
］

位
相
［
］!

)8)(12(
4)(

++
=

sss
sL

4.0=gcw [rad/s]

2=pcw [rad/s]

位相余裕

][05PM !@

ゲイン余裕

]dB[25GM@

]dB[1010log20 =

7.0=gcw [rad/s]

位相余裕

][03PM !@

2=pcw [rad/s]

－15 ゲイン余裕
[dB]15GM@
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第 6 章 ：フィードバック制御系の安定性

6.1  フィードバック系の内部安定性

学習目標 ：フィードバック制御系の内部安定性について

理解する．ナイキストの安定判別法を理解し，

フィードバック制御系の安定性を判定できる

ようになる．

キーワード ： 内部安定性，特性多項式

6.2  ナイキストの安定判別法

ナイキストの安定判別法キーワード ：

62

第 6 章 ：フィードバック制御系の安定性

学習目標 ：

6.3  ゲイン余裕，位相余裕

キーワード ： 位相交差周波数，ゲイン交差周波数，

位相余裕，ゲイン余裕

簡単化されたナイキストの安定判別法に

ついて理解する．安定性の程度を評価する．

ゲイン余裕や位相余裕について理解する．

63

［ 結果 1 ］
P(s) と K(s) の間に不安定な極零相殺が存在するとき，
フィードバック制御系は内部安定ではない．

［ 結果 2 ］
P(s) と K(s) の間に不安定な極零相殺が存在しないとき，
以下の三つは等価である

（a） フィードバック制御系が内部安定

（b） が安定

（c） の零点がすべて安定

)(sGyr )()(1
)()()(
sKsP
sKsPsGyr +

=

)()(1 sKsP+
64

[ 結果 1 ] の証明

)0](Re[ 00 ³= sss

Im

ReO

で K(s) の極と P(s) の零点が相殺したとする．

0)()( 00 == sNsD PK

)()()()(:)( sNsNsDsDs KPKP +=f
)(
)()(
sD
sNsP

P

P=
)(
)()(
sD
sNsK

K

K=
0s

不安定

)0](Re[0)( 00 ³= ssf
)(sf の根の一つであるである S0 の実部は負ではない

K(s) の零点と P(s) の極が相殺したときも同様．

フィードバック制御系が内部安定ではない

65

(b) ⇒ (c)

1
)()(1
)()(

)()(1
1)()( =

+
+

+
=+

sKsP
sKsP

sKsP
sGsS yr

)()(1
1)(

sKsP
sS

+
=

が成り立つ．

(c) ⇒(b)

)(sGyr が安定

)(1)( sGsS yr-= が安定

)(sS の極がすべて安定

)()(1 sKsP+ の零点がすべて安定

とおくと

逆も成立するので

[ 結果 2 ] (b) ⇔ (c) の証明＊

66

内部安定ではない

の分子も でわり切れる)(sGyr )( 0ss -

0)()( 00 =sNsN KP
0)()( 00 =sDsD KP

に対して は を因子に持つ0]Re[ 0 ³s )( 0ss -)(sf

[ 結果 2 ] (a) ⇔ (b) の証明＊
(a) ⇒ (b)は明らか(b) ⇒ (a)

背理法

が安定で，内部安定ではない，と仮定
)(

)()()(
s

sNsNsG KP
yr f

=

P(s) と K(s) の間に不安定な極零相殺が存在しないとき，

0)( 0 =sNP の場合

0)( 0 ¹sDP かつ，不安定な極零相殺がない

0)( 0 ¹sDK に矛盾

0)( 0 =sNK の場合も同様

0)()( 00 =sDsD KP
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［3］ 証明
)()(1 sKsPw +=

)())((
)())((

21

21

n

n

pspsps
rsrsrs
---
---

=
!
!

å å
= =

-Ð--Ð=Ð
n

i

n

i
ii psrsw

1 1

)()(

ベクトル ia
! が の内部にあるとき：ir C

ir が の外部にあるとき：C

C
Im

ReO

)( irs -Ðs

図 6.4              の偏角の変化)( irs -

（a） （b）

ReO

C

ir

)( irs -Ð
sia

! Im

)360( !-正味 1 回転

正味の回転数は 0

ia
!

ir

68

wÐ の総変化量 )(360 ΠZ -´-= !

å
=

-Ð
n

i
irs

1

)( の総変化量 Z´-= !360

å
=

-Ð
n

i
ips

1

)( の総変化量 Π´-= !360

\ ΠZN -=

ΠNZ +=

å å
= =

-Ð--Ð=Ð
n

i

n

i
ii psrsw

1 1

)()(

よって


