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補題 1 与えられた実対称行列 A ∈ Rn×n に対して、正則行列 T ∈ Rn×n が存在し、次式が成り立つ。

A = T T ΛT, Λ :=


λ1 0

λ2

. . .

0 λn

 , T T T = TT T = I (1)

ただし、λi は、行列 A の固有値（実数）である。

定理 1 (定理※、正定性と固有値) A ∈ Rn×n は与えられた実対称行列であるとする。A > 0が成り
立つための必要十分条件は、A のすべての固有値（実数）が正となることである。

証明 1 定義より、A > 0 は次と等価。

xT Ax > 0 ∀x 6= 0 (2)

上の補題より、これは次と等価。
xT T T ΛTx > 0 ∀x 6= 0 (3)

ここで、y = Tx とおくと、上式は次と等価。

yT Λy > 0 ∀y 6= 0 (4)

ただし、T が正則であることから、x 6= 0 と y 6= 0 が等価であることを用いた。

y =


y1

y2

...

yn

 と表せば、上式は次と等価。

λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·λny

2
n > 0 ∀y 6= 0 (5)

これは次と等価。
λi > 0 ∀i (6)

（証明終わり）
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