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Abstract

1st,February,2019

Construction of H∞ controller

based on analytical solution for infinite inertia ratio

in disturbance suppression problem

of two-inertia system with high inertia ratio
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In recent years for various plants of industrial machines, general-purpose servo motors have been

developed and widely used as driving devices in order to achieve desirable control performance by

user’s as simple directions as possible. Some of such motors have so-called ”auto-tuning” or ”tuning-

less” functions that help users adjusting the motors behavior with their little effort; the physical

parameters of the target, e.g., inertia moment and/or torsional frequency, are estimated by combining

inertia and friction estimation mechanisms. Furthermore, controller gains and notch filter’s frequencies

are automatically adjusted due to the parameter estimation.

Because industrial machines to which these motors are applied have recently become lighter and

faster, the resonance frequencies are lowered due to a decrease in rigidity, and vibrations are easily

excited with rapid operation. In addition, because the inertia ratio (the magnification of the moment

of inertia of the load with respect to the moment of inertia of the drive unit) increases, the machine

is more susceptible to the disturbance torque. On the other hand, since the PID controller and the

notch filter which are empirically widely installed in general-purpose servo motors are stable, it is not

always possible to obtain sufficient disturbance suppression performance.

This is not the case when robust control theory such as H∞ control is used to design control system

because controllers that achieve sufficient disturbance suppression performance can be obtained. By

using this controller, optimum performance is achieved in the sense of H∞ norm based on given

information of plant. However, the relationship between the dynamic characteristics of the obtained

controller and the physical parameters of the controlled object is not clear even in the case of simple

two-inertia system.

Various methods have been studied as control methods of two-inertia system, but almost no cases

of disturbance suppression problem of two-inertia system with high inertia ratio as this research

considered are assumed. In a previous study, unstable quadratic controller structure with three tunable
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parameters related to constant gain and notch depth is proposed.

This paper focuses on the gain characteristics of closed loop system in order to improve performance

by using additional feedback. Many previous studies have chosen the pole placement method for the

construction of the controller with additional feedback. However, there is no compensation as to

whether it has optimal disturbance suppression performance. Therefore, there is no research targeting

the optimal disturbance suppression performance by evaluating the hinf norm.

This paper propose a two design methods of the H∞ controller composed of two proportional

feedback gains to the driving- and driven-side angular velocities for disturbance suppression problem

of two-inertia high-inertia-ratio system. The first method flattens the closed loop gain in the low

frequency range. However, one-dimensional search of controller coefficients is required. The second

method is based on the optimal solution for the case with infinite. In this method, search is unnecessary

and the performance equivalent to the optimum controller can always be obtained.

Finally, the validity of the proposed controller is confirmed by numerical simulations and experi-

ments.
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第1章 緒言

産業用機械の駆動装置として広く用いられている汎用サーボモータには，様々な制御対象に対して，

できるだけ簡便な方法で良い制御性能を達成するために，従来経験的に広く用いられているノッチフィ

ルタや PID制御則に，慣性や摩擦の推定機構を組合せ，物理パラメータの推定，ノッチの周波数や補償

器のゲインの自動調整の機能を持つものがある [1, 2, 3]．しかし，低剛性・高慣性比の二慣性系など，良

い制御性能を得ることが難しい制御対象は存在する．このような制御対象に対して，H∞ 制御等のロバ

スト制御系設計を行えば，与えられた制御対象の情報に基づき，H∞ノルム等の意味で最適な補償器を

得ることができるが，そのような設計アルゴリズムを汎用サーボシステムに実装することは実用上困難

である．

本研究では，典型的な問題設定毎に，良い性能が達成でき，かつ調整が容易な補償器構造を提案する

ことを目指す．そのために，制御対象のパラメータは既知で補償器の設定に利用できることとし，それ

らに陽に依存することで再調整が容易な補償器構造を考える．本稿では，低剛性かつ高慣性比 (10倍以

上)の二慣性系において，従動側慣性の回転速度を一定に保つ外乱抑制制御問題を取り扱う．これまで

二慣性系の制御法として様々な方法が研究されているが，それらの多くは慣性比が高くない場合を想定

しており [4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 16, 17, 18, 19, 20]，本研究のように慣性比 10倍以上を対象とする研究

は少ない．一例として先行研究 [15]では，駆動側角速度の比例制御による制約を緩和し外乱抑制制御性

能を改善するために，H∞ 制御系設計で得られる不安定な補償器の特徴を持つ 2次の補償器の構造とパ

ラメータの調整則が提案されている．これに対して本研究では，従動側角速度の情報も利用できる場合

を考える．

本研究のように，より良い性能を得るために従動側角速度や軸トルク等，追加フィードバックを制御

系に実装する研究も多く行われている [5, 8, 16, 17, 18].それらは駆動側角速度情報と組み合わせること

によって，互いに等価に変換できる組み合わせが存在することも知られている．そのような場合におい

ても，補償器の構成によっては閉ループ系が不安定化することもあれば，安定であっても追加フィード

バックを実装する以前よりも外乱抑制性能が良くなるとは限らない．これに対して，従来研究では極配
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置法と呼ばれる，閉ループ伝達関数の極を任意に配置する設計法が多く行われているが [8, 16, 18]，極

配置法に外乱抑制の意味で最適となる保証を与えている研究は筆者の知る限りはない．すなわち，本研

究のように追加フィードバックを利用した外乱抑制の意味で最適な補償器を目的とする問題設定はこれ

までに扱われていない．

本稿では簡単のため，駆動側及び従動側速度に定数ゲインがかかる比例補償器を扱う．本論文の構成

は次の通りである．第 2章で本研究で扱う実験装置と問題設定を述べる．第 3章で実験装置の物理モデ

ルについて述べた後，従来研究 [15]と同様に正規化した物理モデルを与える．第 4章で提案する補償器

を用いた閉ループ系の伝達関数を導出したのち，制御系が安定となるための可調整パラメータの条件を

示す．そののち，第 5章と第 7章で 2つの補償器構成法を提案する．まず第 5章で従来研究 [15]で与え

られた従動側角速度のみの比例制御における制約を述べ，低周波数域で平坦なゲイン特性を持つ補償器

の構成法を提案する．つぎに第 6章で慣性比に対して二つの比例ゲインを数値的に探索した結果を示し，

第 7章で導出するH∞補償器を動機づける．第 7章で慣性比無限大に対するH∞補償器の解析解を導出

し，この結果を利用して次に，慣性比が有限の場合に対してある近似の下でH∞補償器とほぼ同等の外

乱抑制性能を一意に達成する補償器を提案する．第 8章において，第 7章で用いた近似の妥当性を数値

例により確認したのち，シミュレーションと実験により提案法の実用性の検証を行う．最後に第 9章で

まとめる．
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第2章 問題設定と実験装置

本章では，まず，外乱抑制制御系の補償器設計について問題設定を述べる．次に，本研究で扱う 2種

類の実験装置について述べる．2種類の装置を用いる理由は，先に軸バネを用いた実験装置を製作し，以

降に述べるように後にトルクセンサを追加した装置に改良したためである．

2.1 問題設定

近年，サーボモータ駆動系は，小型化や軽量化・高速化の需要にこたえるべく，剛性の低下やモータ

回転子の低慣性化が進んでいる．しかし，求められる作業は変わらないことから，負荷側はモータ回転

子に比べて低慣性化されにくい．その結果として，慣性比というモータ回転子に対する負荷の慣性モー

メント比が大きくなり，Fig. 2.1に示すような低剛性・高慣性比の二慣性ねじり振動系の制御が求めら

れる傾向がある．しかし，汎用サーボモータではそのカタログ (例えば [11])に記載されているように慣

性比が大きくなるほど，応答性が悪くなるとされており，十分な制御性能が得られるとは限らない．ま

た，6章で示すように，慣性比の増加によって外乱トルクの影響を受けやすくなる．よって，この問題

を解決するために本論文では低剛性・高慣性比の二慣性系の外乱抑制性能の改善を目的とする．高慣性

Large
inertia

Low
rigidity

Small
inertiah

h
h
h

e
e

e
e

Disturbance
torque

Driving sideDriven side

Servo motor

Fig. 2.1: Two-inertia system with low stiffness and high inertia ratio
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比の基準について，サーボモータのカタログ [11]に記載されている許容負荷慣性モーメントの多くが 10

倍～30倍に設定されているため，本論文では約 10倍以上を高慣性比と定義する．

閉ループ系を Fig. 2.2のように表す．Fig. 2.1と対応した制御対象 P̂ と補償器K によって構成され

る．P̂ は，入力 u :=

[
TL TM

]T
から 出力 y :=

[
ωL ωM

]T
までの伝達関数行列である．ここで，

P̂ab(s) を b から a までの伝達関数とし，a = 1 ，2 がそれぞれ ωL ，ωM に，b = 1 ，2 がそれぞれ TL ，

TM に対応するとして次式のように表す．

P̂ (s) :=

 P̂11(s) P̂12(s)

P̂21(s) P̂22(s)

 (2.1)

システムの制御目的は従動側慣性に働く外乱トルク TL に対して，駆動側モータで適当なトルク TM を

与えることによって，従動側慣性の速度 ωL を一定に保つことである．TM は駆動側モータの速度 ωM

と従動側モータの速度 ωLを計測することによって生成される．すなわち，ωMおよび ωL と TM はそれ

ぞれ設計される補償器 K の入力と出力である．ここで，K は次式のように構成される．

K :=

[
K1 K2

]
(2.2)

K1, K2はそれぞれ ωL， ωMにかかる比例ゲインである．すなわち，次式が成り立つ．

TM = K y =

[
K1 K2

] ωL

ωM

 (2.3)

P̂

K

ωM

-

TM

�

�ωL �

-

TL

Fig. 2.2: Closed-loop system
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以上より本研究では，次の外乱抑制問題を考える．

外乱抑制問題 以下の条件を満足しかつ，γ を最小化する補償器 K(s) を求めよ．

1. Fig. 2.2の閉ループ系が内部安定

2. ||Gcl||∞ < γ

ただし，Gcl は TL から ωL までの閉ループ伝達関数である．

上記の問題では従動側の慣性負荷における外乱抑制性能のみが評価されており，駆動側モータに関す

る制約は課されていない．よって，負荷の振動を抑制するために，駆動側モータが激しく振動するよう

な状況が許される問題設定となっていることに注意されたい．二慣性ねじり振動系に対して多くの研究

が報告されているが，(例えば [13, 14])上記の点が従来研究と異なる．

また，1章で述べたように，従動側にセンサを追加することが難しいような制御対象に対しても，軸

トルクセンサを追加し，軸トルクの微分を利用することによって等価な制御系を構成することが出来る

ことが知られている [8]. 8.4節では Fig. 2.3に示すような，観測状態として軸トルク TS を追加した制

御対象 P̂TS
と，TSの微分および ωMより TMを計算する補償器KTS

で構成された閉ループ系について，

Fig. 2.2と同等の制御性能を達成することを検討する．

P̂TS

KTS

ωM

-

TS

- -s
TM

�

�ωL � TL

Fig. 2.3: Closed-loop system using TS feedback
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2.2 軸バネを用いた実験装置

軸バネを用いた実験装置の概要を Fig. 2.4，実際の外観を Fig. 2.5， 装置諸元を Table 2.1に示す．

ほぼ同じ仕様の 2つのACサーボモータが，軸バネを用いた柔軟カップリングを介してサーボモータ

回転子の約 10倍の慣性負荷ディスクに接続されている．具体的な物理パラメータは 3章で述べる．両側

�

-

-

�-

?

�

?

6
?

6
?

CPU

RT Linux

Counter Counter

D/A

Converter

D/A

Converter

Servo

Amplifier

Servo

Amplifier

Motor Motor
+ +

Encoder Encoder

Inertial

load

Driven

side

Drive

side

Shaft spring

ωL ωM

TL TM

100 mm

�
�
�
��

@
@

@
@@` ` ` `

Fig. 2.4: Configuration of experimental apparatus using shaft spring

Table 2.1: Experimental equipments

PC Dell Dimension 2100 / Fedora Core 1 (RTLinux 3.2-pre3, Linux kernel 2.4.22)

D/A CONTEC DA12-4(PCI) (12bit, 10µs)

counter CONTEC CNT24-4(PCI)H (24bit, 1MHz)

PIO CONTEC PIO-32/32T(PCI) (Parallel input output, 32bit 200ns)

Driving motor YASKAWA ELECTRIC CORPORATION SGMAV-02ADA21, SGDV-1R6A01A

(rated power: 200 W, rated torque: 0.637 Nm(max 1.91 Nm),

rotor inertia moment: 0.116× 10−4 kg ·m2),

speed/position detector: 20-bit encoder

Driven motor MITSUBISHI ELECTRIC CORPORATION HF-MP23, MR-J3-20A

(rated power: 200 W, rated torque: 0.64 Nm(max 1.9 Nm),

rotor inertia moment: 0.088× 10−4 kg ·m2),

speed/position detector: 18-bit encoder

Inertial load ϕ 60 mm × T 20 mm, material: SS400

Shaft spring ϕ 3 mm × L 230 mm (The shaft is 250 mm long.)

material: SUS304
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Fig. 2.5: Experimental system(top view)

のサーボモータのアンプはトルク制御モードに設定する．実験時はパソコンから D/A変換器を介して

各サーボアンプへアナログ電圧指令を送り，その指令に従って各サーボアンプが各モータをトルク TM，

TL で駆動させる．各モータに取り付けられたロータリエンコーダの信号は各サーボアンプを介して 1

回転あたり 65536パルス出力され，その後，カウンタボードで 4逓倍されてパソコンに読み込まれる．

そのカウント値をサンプリング周期 (周波数応答実験：0.20 ms，制御実験：0.25 ms)で擬似微分して各

モータの回転速度 ωM ，TL を得る．制御プログラムはRTLinuxで実行される．

Fig. 2.5を見ると，装置の両側にサーボモータが設置され，その間に細い金属軸が固定されているの

が分かる．ただし，Fig. 2.4と左右の対応が逆になっており，左側が駆動側，右側が従動側で，従動側

には慣性体が設置されている．

駆動側慣性モーメント JM ，従動側慣性モーメント JL ，バネ定数 KS と共振周波数 fn ，反共振周

波数 fa の関係は次式で与えられる．

fn =
1

2π

√(
1

JM
+

1

JL

)
KS (2.4)

fa =
1

2π

√
KS

JL
(2.5)

2.2.1 周波数応答特性

軸バネの実験装置に対して周波数応答実験を行って，P̂ の周波数応答を取得する．TM(t) ≡ 0，TL(t)

として正弦波信号を入力し，P̂11と P̂12の周波数応答を，TL(t) ≡ 0，TM(t)として正弦波信号を入力し，

P̂21と P̂22の周波数応答を Fig. 2.6のように得る．P̂22の応答を見ると，

• 1つの共振と 1つの反共振を持つこと，

• 共振周波数が約 324 rad/s(約 51.6 Hz)と低いこと，
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Fig. 2.6: Frequency response of P̂

• 共振周波数と反共振周波数が離れていること

といった低剛性・高慣性比の二慣性系の特徴が確認できる．
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2.3 トルクセンサを用いた実験装置

トルクセンサを用いた装置の概要に示す．この装置は 8.4節において，駆動側角速度の代わりに軸ト

ルクを微分フィードバックする補償器の実装の検討に用いる．Fig. 2.4との主な違いは，トルクセンサが

駆動側に追加され，またそれを読み込むためにA/D変換ボードを追加したことである．本節では外観を

Fig. 2.7，装置緒元をTable 2.2に示すのみとし，物理パラメータ並びに周波数応答についてはTable 8.4

で述べる．

装置は Fig. 2.7に示すように，両端にサーボモータが設置されており，向かって左側が駆動側，右側

が従動側となる．また駆動側のサーボモータのすぐとなりにある，金色の軸が通る灰色の直方体がトル

クセンサである．それぞれの詳細については Table 2.2に示す．

Fig. 2.7: Experiment system using torque sensor(top view)

Table 2.2: Experimental equipments using torque sensor

PC Dell Dimension 2100 / Fedora Core 1 (RTLinux 3.2-pre3, Linux kernel 2.4.22)

D/A CONTEC DA12-4(PCI) (12bit, 10µs)

counter CONTEC CNT24-4(PCI)H (24bit, 1MHz)

PIO CONTEC PIO-32/32T(PCI) (Parallel input output, 32bit 200ns)

A/D CONTEC AD12-16(PCI) (12bit, ±5V 10µs)

Driving motor YASKAWA ELECTRIC CORPORATION SGD7S-1R6A00A, SGM7J-02AFA21

(rated power: 200 W, rated torque: 0.637 Nm(max 2.23 Nm),

rotor inertia moment: 0.263× 10−4 kg ·m2),

speed/position detector: 20-bit encoder

Driven motor YASKAWA ELECTRIC CORPORATION SGD7S-1R6A00A, SGM7J-02AFA21

(rated power: 200 W, rated torque: 0.637 Nm(max 2.23 Nm),

rotor inertia moment: 0.263× 10−4 kg ·m2),

speed/position detector: 20-bit encoder

Shaft spring ϕ 3 mm × L 230 mm (The shaft is 250 mm long.)

material: SUS304

Dynamic torque meter UTMII -20Nm

(Max torque range: ±20N ·m, Max output voltage:±5vDC))

Inertial load ϕ 60 mm × T 13 mm, ϕ 80 mm × T 20 mm

material: SS400
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第3章 物理モデル

本章では，まず二慣性系の物理モデルについて述べる．次に，先行研究 [15]と同様に正規化した物理

モデルを与える．本論文では以下，5章と 7章で外乱抑制性能を改善する補償器の構成法を与える．そ

の際の議論が容易となるように本章では，主に慣性比に関して適当な正規化を施すことにより，一般性

を失うことなくパラメータの数を減らした簡単な物理モデルの表現を導出しておく．

3.1 二慣性系の物理モデル

Fig. 3.1のような二慣性系を考える．二慣性系の運動方程式は次式で与えられる．

JMω̇M = TM − TS (3.1)

TS = KSθr + CS(ωM − ωL) (3.2)

JLω̇L = TL + TS − CLωL (3.3)

ただし，TS は軸のねじりトルク，θr は両慣性の相対角度（軸のねじれ角），JM は駆動側慣性モーメン

ト，JL は従動側慣性モーメント，KS は軸のねじりバネ定数，CS は軸の減衰係数，CL は従動側の減衰

係数である．

システム P の状態を x :=

[
θr ωM ωL

]T
，入力を u :=

[
TL TM

]T
，出力を y :=

[
ωL ωM

]T

ωL TL ωM TMTS

JL JM

CL

KS CS

Fig. 3.1: Model of two-inertia system
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とおくと，この状態空間表現は次のように与えられる．

ẋ = Ax+Bu, y = Cx (3.4)

 A B

C 0

 =



0 1 −1 0 0

−KS

JM
−CS

JM

CS

JM
0

1

JM
KS

JL

CS

JL
−CS + CL

JL

1

JL
0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0


(3.5)

また，システムの伝達関数行列は次式で与えられる [10]．

P (s) :=

 P11(s) P12(s)

P21(s) P22(s)

 =

 JMs2 + CSs+KS CSs+KS

CSs+KS JLs
2 + (CS + CL)s+KS


sJ(J̄s2 + CSs+KS) + CL(JMs2 + CSs+KS)

, (3.6)

J := JM + JL, J̄ :=
JMJL

JM + JL

ここで，P22(s) の共振角周波数 ωn と反共振角周波数 ωa はそれぞれ次式で与えられる．

ωn =

√(
1

JM
+

1

JL

)
KS (3.7)

ωa =

√
KS

JL
(3.8)

さらに，(3.6)式より P22 の周波数特性における共振後−20 dB/decの傾きとなるゲインと共振・反共

振時のゲインの近似値を Fig. 3.2のように求めることができる．この関係を使って，軸バネを用いた実

験装置の物理パラメータを周波数応答実験の結果の P̂22 からモデル化誤差ができるだけ小さくなるよう

に次のように決定した．

1. 共振後に−20 dB/decの傾きとなるゲインに注目し，試行錯誤で JM をゲインの差が小さくなる

ように調整する．
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2. ωn と ωa を実験結果から読み取り，KS と JL を次式で求める．

KS = JM (ω2
n − ω2

a), JL =
KS

ω2
a

(3.9)

3. 共振時のゲインに注目し，試行錯誤で CS をゲインの差が小さくなるように調整する．

4. 反共振時のゲインに注目し，試行錯誤で CL をゲインの差が小さくなるように調整する．

結果をTable 3.1に示す．このときの物理モデルのゲイン特性を Fig. 3.2の黒線に，Fig. 2.6の P̂22(実験

結果)を赤線に示す．

10
1
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2

10
3

0

20

40

60

80

100

P22

1

JMs

CS + CL

JLKS

1

CS

Angular frequency [rad/s]

G
ai

n 
[d

B
]

 

 

P
22

Exp

Fig. 3.2: Gain characteristics of P22

Table 3.1: Physical parameter

JM 2.17× 10−5 kg ·m2

JL 2.49× 10−4 kg ·m2

KS 2.10 N ·m/rad

CS 5.0× 10−5 N ·m · s/rad
CL 2.5× 10−4 N ·m · s/rad
ωn 324 rad/s (51.6 Hz)

ωa 91.7 rad/s (14.6 Hz)
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3.2 正規化した物理モデル

システムのできるだけ簡単な表現を導出する．システムの状態を角運動量の意味で平均的な角速度

ωave ，相対角度 θr ，相対速度 θ̇r とおく．このとき，ωaveは角運動量の意味で平均であるため，
ωM + ωL

2

ではないことに注意する．x̄ :=

[
ωave θr −θ̇r

]T
とおき，システムの入力を ū :=

[
TL

JL

TM

JM

]T
と

改め，正則行列 T を

T :=


0 α 1− α

1 0 0

0 −1 1

 , α :=
1

1 + r
, r :=

JL
JM

(3.10)

とおき，相似変換されたシステムの状態を x̄ とおくと，これは次式で与えられる．

x̄ = Tx =


αωM + (1− α)ωL

θr

ωL − ωM

 =


ωave

θr

−θ̇r

 (3.11)

さらに，CL は P22(s) の反共振のノッチの深さと低角周波数域のゲインに変化を与えるのみで，本論

文の主張に影響を与えないため CL = 0 とすると，ū から y までのシステム P̄ の状態空間表現が次式

で与えられる．

˙̄x = Āx̄+ B̄ū, y = C̄x̄ (3.12)

 Ā B̄

C̄ 0

 =



0 0 0 1− α α

0 0 −1 0 0

0 ω2
n −2ξωn 1 −1

1 0 α 0 0

1 0 α− 1 0 0


, (3.13)

2ξωn :=

(
1

JM
+

1

JL

)
CS
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本論文では慣性比 r が大きい場合 (r ≥ 10)を扱う．また，システムの伝達関数行列は次式で与えられる．

P̄ (s) :=

 P̄11(s) P̄12(s)

P̄21(s) P̄22(s)

 =

 s2 + (1− α)(2ξωns+ ω2
n) α(2ξωns+ ω2

n)

(1− α)(2ξωns+ ω2
n) s2 + α(2ξωns+ ω2

n)


s(s2 + 2ξωns+ ω2

n)
(3.14)

このとき，ωn と ωa の関係は α を用いて次式のように表せる.

ωa = ωn

√
α (3.15)

Table 3.1の各パラメータについて正規化後のパラメータをTable 3.2に示す．これに対応する補償器 K̄

は，出力が
1

JM
倍されることに注意して，

K̄ =
K

JM
(3.16)

となる．

以降では簡単のため，ωn = 1 の場合を考えるが，ωn ̸= 1 の場合も同様に議論できる．また，本論文

ではねじり剛性が低い制御対象を考えるため，以降では簡単のため ξ = 0 と仮定する．そのときの制御

対象 P̃ (s) は (3.17)式となる．

P̄ (s)
∣∣
ξ=0

= P̃ (s) =

 s2 + (1− α) α

1− α s2 + α


s(s2 + 1)

(3.17)

P̃ と 対応する補償器 K̃ を用いると，Fig. 2.2は Fig. 3.3に示すような閉ループ系となる．P̃ (s) の周

波数応答を Fig. 3.4に示す．ξ = 0 と仮定したため，共振周波数ではゲインが無限大となり，反共振周

波数ではゲインが 0 となる．現実の装置では ξ ̸= 0 であり，この状況は現実には起こらないが，8章に

示す実験で実際に ξ ̸= 0 ( ξ ≪ 1 )の装置を扱い，提案型補償器が使用できることを確認している．

Table 3.2: Normalized physical parameter

r 11.5

α 0.0801

ξ 0.0039
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第4章 閉ループ伝達関数と安定条件

本章では Fig. 3.3の制御系の閉ループ伝達関数について導出したのちに，それが安定となるための可

調整パラメータ K̃1，K̃2に関する条件を示す．

4.1 閉ループ伝達関数

Fig. 3.3の閉ループ伝達関数 Gcl は次式で与えられる．

Gcl = P̃11
1− P̃22K̃2

1− P̃12K̄1 − P̃22K̃2

+
P̃12P̃21K̃2

1− P̃12K̄1 − P̃22K̃2

= P̃11

1−

(
P̃22 +

P̃12P̃21

P̃11

)
K̃2

1− P̃12K̄1 − P̃22K̃2

=
P̃11 − P̃11P̃22K̃2 + P̃12P̃21K̃2

1− P̃12K̄1 − P̃22K̃2

(4.1)

(3.17)式を代入すると (4.2)式で与えられる．

Gcl =
s2 − K̃2s+ (1− α)

s3 − K̃2s2 + s− αχ̃
(4.2)

χ̃ = K̃1 + K̃2 (4.3)

ここで，χ̃は K̃1と K̃2の和である．これを指定することは (4.2)式より直流ゲインGcl(0) = −1− α

αχ̃
を

指定することを意味し，本研究では重要なパラメータである．

また，前章で述べたように，(4.2)式で簡単のため，ωn = 1 の場合を考えているが，ωn ̸= 1 の場合 (す

なわち P̄ )も同様に議論できる．その場合は，

K̄ = K̃ωn (4.4)

とすればよい．

本節は以後その理由を示す．P̄ と K̄で構成される閉ループ伝達関数は ξ = 0 と仮定すると (4.2)式と
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同様に

Gcl|ξ=0 =
s2 − K̄2ωns+ (1− α)ω2

n

s3 − K̄2ωns2 + ω2
ns− αχ̄ω2

n

(4.5)

となる．s = jωを代入して整理すると

Gcl|s=jω,ξ=0 =
(jω)2 − K̄2ωn(jω) + (1− α)ω2

n

(jω)3 − K̄2ωn(jω)2 + ω2
n(jω)− αχ̄ω2

n

=

ω2
n

((
j
ω

ωn

)2

− K̄2

ωn

(
j
ω

ωn

)
+ (1− α)

)

ω3
n

((
j
ω

ωn

)3

− K̄2

ωn

(
j
ω

ωn

)2

+

(
j
ω

ωn

)
− α

χ̄

ωn

)

=
1

ωn

(
j
ω

ωn

)2

− K̄2

ωn

(
j
ω

ωn

)
+ (1− α)(

j
ω

ωn

)3

− K̄2

ωn

(
j
ω

ωn

)2

+

(
j
ω

ωn

)
− α

χ̄

ωn

(4.6)

となる．(4.6)式から，閉ループ伝達関数の周波数特性を ωnで正規化できることが分かり，正規化の前

と後の補償器の関係が (4.4)式となる．

4.2 制御系が安定となる条件

閉ループ系が安定となるための χ̃, K̃2に関する条件をフルビッツの安定判別により導出する．K̃1に

ついては，χ̃と K̃2が決まることによって定まるため，本節では K̃1ではなく χ̃についての安定条件を扱

う．次の結果が成り立つ．

補題 4.1 閉ループ系が安定となるための必要十分条件は次式が成り立つことである．

0 > αχ̃ > K̃2　 (4.7)

証明

1− P̃12(s)K̃1 − P̃22(s)K̃2 = 1− α

s(s2 + 1)
K̃1 −

s2 + α

s(s2 + 1)
K̃2 = 0 (4.8)
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より，閉ループ系の特性方程式は

s3 − K̃2s
2 + s− α(K̃1 + K̃2) = s3 − K̃2s

2 + s− αχ̃ = 0 (4.9)

となる．特性多項式の全ての係数が正となるために，χ̃と K̃2 は

0 > χ̃, 0 > K̃2 (4.10)

である必要がある．行列 H2 を

H2 =

 −K̃2 −αχ̃

1 1

 (4.11)

とおくとフルビッツの安定判別より，閉ループ系が安定となるための必要十分条件は，

|H2| = −K̃2 + αχ̃ > 0 (4.12)

が成り立つことである．移項して

αχ̃ > K̃2 (4.13)

より，|H2| > 0と (4.10)式の両方を満たすのは (4.7)式となる．したがって，閉ループ系が安定となる

ための必要十分条件は (4.7)式が成り立つことである． 2

本章では ωn = 1の場合について記載したが，ωn ̸= 1の場合においても，前節で示すように K̃1と K̃2

をそれぞれ ωn倍するだけであるため，結果的に ωnは各辺で約分されて安定条件は (4.7)式になる．し

たがって，αが唯一安定条件にかかわる物理パラメータとなり，ωnには依存しない．

また，K̃の中身は比例定数のみであるため，位相特性を持たない．よって、
TM

JM
で閉ループ系を切り

開くと，P̃12と P̃22は位相が最大 90度までしか遅れないため，一巡伝達関数は位相余裕 90度，ゲイン

余裕無限大となる．補償器によっては，性能を改善することとロバスト安定性がトレードオフの関係に

なるが (たとえば [15])，本研究で対象とする補償器構造ではそうならない．
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第5章 低周波数域で平坦な特性を持つ補償器構成法

本章では，まず K̃1 = 0として駆動側角速度のみを利用する比例制御における制約 [15]について述べ

る．次に，その制約において特別な角周波数におけるゲインを，従動側角速度を利用することで変化で

きることに基づいた補償器構成法を示す．

5.1 駆動側角速度の比例制御における制約 [15]

K̃1 = 0の場合，(4.1)式より閉ループ伝達関数Gclは以下で与えられる．

Gcl = P̃11
1− cK̃2

1− P̃22K̃2

, c := P̃22 −
P̃12P̃21

P̃11

(5.1)

補題 5.1 閉ループ伝達関数Gclを (5.1)式で与える．このとき，

ω∗ =

√
1−

√
1− 2α(1− α)

2
≃
√

α

2
(5.2)

で与えられる角周波数 ω = ω∗において，次式が成り立つ．

|Gcl(jω
∗)| =

∣∣∣P̃11(jω
∗)
∣∣∣ = (1− α)− ω∗2

ω∗(1− ω∗2)
(5.3)

すなわち，特別な角周波数 ω∗ が存在し，その角周波数における閉ループゲインは，K̃2 によらず開ルー

プゲインに一致する．これが駆動側角速度のみをフィードバックする比例制御における制約を与える．

従来研究 [15]では，(5.3)式 が成り立つ理由が，ω = ω∗ において c と P̃22 が複素共役の関係となり，

1− cK̃2

1− P̃22K̃2

の絶対値が K̃2 によらず 1 であることが示されている．その上で，比例補償器よりも大きな

位相進みを持つ不安定な補償器構造を提案し，実際に外乱抑制性能が改善できることを示している．

実際，H∞ノルムの下限を与える K̃2(これを K̃2
∗
と表す)は閉ループ伝達関数の直流ゲインと ω = ω∗
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でのゲインを等しくするものとして次式

K̃2
∗
= −(1− α)ω∗(1− ω∗)

α(1− α∗2)
≃ − 1√

2α
(5.4)

で与えられ，このとき ω∗より低い周波数域では平坦なゲイン特性が達成される．次節では，このゲイン

特性に着目した設計法を提案する．

5.2 低周波数域で平坦な特性を持つ補償器構成法

本章では閉ループ伝達関数の直流ゲインと ω = ω∗におけるゲインを等しくすることで，その二点の

間をほぼ平坦とする補償器K を導出し，それに基づき補償器の係数を設定する手法を提案する．

前節において，駆動側角速度の比例制御における制約を示したが，K̃1 ̸= 0 の場合には，(5.1)式と異

なり (4.1)式の分母には K̃1が含まれるため，前述した cと P̃22は複素共役とならない．よって，ω∗に

おけるゲインを開ループゲインよりも小さくすることが出来る．また，(4.2)式より，χ̃が直流ゲイン

を定めるパラメータであることから，K̃1 と K̃2 の合計を一定値に維持しつつその内訳を変えることに

よって，直流ゲインを一定にしたまま閉ループゲインの概形の変更が可能である．以上より，|Gcl(0)|と

|Gcl (jω
∗) |を等しくし，かつ所望のゲインとする K̃を構成することを考える．|Gcl(0)| と |Gcl (jω

∗) | は

それぞれ以下で与えられる．

|Gcl(0)| =
1− α

α
√

χ̃2
(5.5)

|Gcl(jω
∗)| =

√√√√ (
(1− α)− ω∗2)2 + K̃2

2
ω∗2

(ω∗ − ω∗3)2 + (K̃2ω∗2 − αχ̃)2
(5.6)

実際に (5.5)式と (5.6)式が等しいとすると，二次方程式の解の公式を用いて解 K̃2を求めることができ

る．具体的には，得られた二つの実数解のうち閉ループ系の安定条件を満たす K̃2 < 0に対応する解を

選択すると，次式を得る．

K̃2 =
−B −

√
B2 − 4AC

2A
(5.7)

A = α2χ̃2ω∗2 − (1− α)2ω∗4 , B = 2α(1− α)2χ̃ω∗2
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C = α2χ̃2
(
(1− α− ω∗2)2 − (1− α)2

)
− (1− α)2ω∗2(1− ω∗2)2

よって，(4.3)式より，K̃1は次のように定まる．

K̃1 = χ̃− K̃2 (5.8)

Fig. 3.3に示したKを用いると，前節で示した最適な駆動側角速度のみを用いる比例制御を適用した

場合と同様に，閉ループ伝達関数のゲイン特性は ω∗よりも低周波数域においてほぼ平坦となる．ただ

し，ω∗以上の高周波数域における閉ループゲインについては考慮しておらず，χ̃の値により高域でゲイン

が高くなる可能性がある．実際に r = 10として数値的な検討を行った結果を Fig. 5.1に示す．χ̃ = K̃2
∗

とすると，直流ゲインが前節の比例制御と等しくなるため，開ループゲインと ω∗で交差し，それより低

域が平坦となる前節で述べたゲイン特性を得る．χ̃ を K̃2
∗
から減少させていくと (絶対値を大きくして

いくと)，ある値まではH∞ノルムが低下する．Fig. 5.1においては χ̃ = 1.7K̃2
∗
が最適な χ̃となる．し

かしさらに χ̃を減少させていくと，Fig. 5.1における χ̃ = 2.5K̃2
∗
のように高周波数域でピークが生じて

H∞ノルムが悪化する．(最終的には補題 4.1の条件を満たさなくなり，系は不安定化する．)このH∞

ノルムが低下する χ̃の範囲について，物理パラメータとの関連を検討する余地は残されているが，ここ

では簡単のため，所望の応答を得るための χ̃に関する探索を行う次の調整則を提案する．

構成法 1 以下の (1)から (5)を行う．

(1) χ̃ = K̃2
∗
とする．

(2) (5.7)式より K̃2を計算する．

(3) (5.8)式より K̃1を計算する．

(4) K̃ を実装し，装置またはシミュレーションの応答を確認する

(5) 所望の応答が得られたならば調整を終了する．応答が振動的になった場合は χ̃を増加し，そうでな

い場合は減少させ，(2)に戻る．

8章では ωn ̸= 1の一般の場合および，システムの入力が ūではなく uである場合を扱う．その場合で

あっても (3.16)式と (4.4)式から

K = K̃ωnJM (5.9)
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とすることが出来るため，uに対するK は設計した K̃ の ωnJM倍で与えられる．
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Fig. 5.1: Closed-loop gain each χ̃
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第6章 数値探索による最適な補償器の構成

前章では，ある周波数 ω∗以下で平坦な閉ループゲイン特性を達成する補償器の構成法を提案した．た

だし，ω∗以上の周波数帯域でゲインが悪化しない理論的補償がなく，補償器係数の 1次元探索が必要で

あった．本研究ではこの後，探索を行うことなく最適な性能が得られる補償器構成法を提案する．その

ために本章では補償器係数の 2次元探索を行い，H∞ノルムが最小となる最適な K̃を構成した場合の閉

ループゲインの概形は，慣性比によらずにある特徴を持つことを示し，動機づけを行う．

まず，最適な K̃を数値的に確認するため，探索可能なパラメータ全て (r，K̃1，K̃2)を数値的に与えて

Gclの安定性とH∞ノルム γを計算し，γが小さくなる補償器をメッシュ探索した．rは 5倍から 30倍ま

で 5倍刻み，K̃1は 0から−20まで−0.01刻み，K̃2は 0から−10まで−0.01刻みとした．それぞれの r

に対して，最も γが低くなった場合の閉ループゲインを Fig. 6.1に示す．図より rによらず 0.8 rad/sec

付近にピークができ，そのゲインが低周波数域のゲインとほぼ同値であること，rが大きくなるにつれ

てゲインは全体的に上昇し，その変化は鈍くなっていくことがわかる．
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r = 10の場合について，数値探索による最適な場合と，同じ χ̃から構成法 1より構成した K̃ を用い

た場合を比較した．開ループゲインと合わせて Fig. 6.2に示す．Fig. 6.2において，二つの閉ループ系

の χ̃は等しいため，直流ゲインも等しくなる．その直流ゲインと ω = ω∗におけるゲインを一致させる

構成法 1の設計法では高域でピークができる問題が生じていたが，数値探索による最適な場合はそうな

らず，その問題が生じない補償器が存在することがわかる．

この探索における rと最適な K̃1，K̃2の対応を Fig. 6.3に示す．図より K̃2は rによらずほぼ−1一定

で，K̃1は rに従って直線的に減少していくことがわかる．

以上のことから，数値探索による最適な K̃を利用した場合，構成法 1では構成出来ない閉ループゲイ

ンの概形をもつこと，またその補償器は rに依存して単純な構造を持つと考えられる．特に rを大きく

していくとGclのゲインがある形へ収束していくことから，r → ∞の極限について次章でまず考える．
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第7章 慣性比∞の解析解に基づく補償器構成法

前章より，まず rが十分大きい場合の最適解を導出する．ただし Fig. 6.1に見られるように，最適解

において直流ゲインがH∞ノルムを与えると仮定する．

7.1 慣性比が十分大きい場合

r = ∞とした場合の二慣性系を考える．このときの対応する閉ループ伝達関数をG∞とすると，(4.2)

式で (1− α) → 1と近似することにより次式が成り立つ．

G∞(s) := lim
r→∞

Gcl(s) =
s2 − K̃2s+ 1

s3 − K̃2s2 + s−A
(7.1)

ただし，

A := αχ̃ (7.2)

であり，後に示すように α → 0のとき χ̃はAが一定値をとるように発散する．以下の結果が成り立つ．

補題 7.1 (7.1)式の伝達関数G∞を安定化し，かつそのH∞ノルム γを最小化する K̃2とAは

K̃2 = −1 , A = 1−
√
2

で与えられる．

証明 (7.1)式の右辺の s に jω を代入し，Ω := ω2 とおくと，閉ループゲイン (の二乗)は次式で与えら

れる．

|G∞(Ω)|2 = (1− Ω)2 + K̃2
2
Ω

(A− K̃2Ω)2 +Ω(1− Ω)2
(7.3)
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仮定より，次式が成り立つ．

|G∞(Ω)|2 ≤ |G∞(0)|2 ∀Ω (7.4)

これは次式と等価である．

Ω2 − (A2 + 2− K̃2
2
)Ω + (1−AK̃2)

2 + 2A2(1− K̃2
2
) ≥ 0 ∀Ω (7.5)

左辺は，Ωについて下に凸の二次曲線であるから，上式が成り立つための必要十分条件は，(左辺) = 0

の解が虚数解または重解となること，すなわち，

D := (A2 + 2− K̃2
2
)2 − 4

(
(2− K̃2

2
)A2 − 2AK̃2 + 1

)
≤ 0 (7.6)

である．さらに，H∞ ノルムを最小化することは，|A| を最大化することであるから，(7.6)式の条件下

で |A|を最大化する Aと K̃2が最適解を与える．ここで，Dは K̃2を固定したとき，Aに対して単調減

少であることが次のように示せる: D が単調減少となるための必要十分条件は，

∂D

∂A
= 4A(A2 − 2 + K̃2

2
) + 8K̃2 < 0 (7.7)

である．ここで，G∞(s) が安定な伝達関数となるための必要十分条件が，4章と同様にラウスフルビッ

ツの安定判別より

0 > A > K̃2 (7.8)

と与えられ K̃2/A > 1 が成り立つことに注意すると次式が成り立つ．

A2 − 2 + K̃2
2
> −2 > −2

K̃2

A
(7.9)

よって (7.7)式が成り立つ．よって D = 0 が，各固定された K̃2 に対して H∞ ノルムを最小化する A

を与える．

ここで，(7.6)式を展開し，Aについての 4次方程式の形にする．

D = A4 + K̃2
4
+ 2A2K̃2

2 − 4A2 − 4K̃2
2
+ 8AK̃2 = 0 (7.10)
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K̃2とAの関係を確認するため，D = 0の概形をFig. 7.1に示す．Fig. 7.1では K̃2を-2.5から 2.5まで 0.01

刻みで振り，MATLABの関数 rootsを用いて (7.10)式のAに関する解を数値的に求め，虚部が 0である解

をA軸側にプロットした．安定条件を満たす部分は赤，満たなさい部分は黒とし，赤いプロットの中で最

も |A|が最大化した点を青でマーキングしている．Fig. 7.1をみると，原点で点対称な二つの円で構成され

ていることが分かる．このことは因数分解からも確認することができ，(A2+K̃2
2
)2 = A4+K̃2

4
+2A2K̃2

2

となることに注意して (7.10)式を因数分解すると

D = (A2 + K̃2
2
)2 − 4(A− K̃2)

2

=
(
(A2 + K̃2

2
) + 2(A− K̃2)

)(
(A2 + K̃2

2
)− 2(A− K̃2)

)
=

(
A2 + K̃2

2
+ 2(A− K̃2)

)(
A2 + K̃2

2 − 2(A− K̃2)
)
= 0 (7.11)

となり，円の方程式二つで表せる．この方程式のうち，閉ループ系の安定条件を満たす範囲を含むのは

(
A2 + K̃2

2 − 2(A− K̃2)
)
= 0 (7.12)

である．求めている値は，D = 0の下で |A|を最大化する K̃2であるから，円と傾きが 0の接線の交点
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である．そのような接線は，円の中心点と半径がわかれば良いから，(7.12)式を変形して

(A− 1)2 + (K̃2 + 1)2 = 2 (7.13)

したがって，この円の中心の座標 (K̃2, A) = (−1, 1)と半径
√
2より，傾き 0の接線との交点は，

A = 1−
√
2 , K̃2 = −1 (7.14)

となり，この組み合わせが最適な K̃2とAの組み合わせとなる． 2
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7.2 慣性比が有限の場合

本節では rが有限の場合を考える．rが有限の場合，(7.3)式は

|Gcl(Ω)|2 =
(1− α− Ω)2 + K̃2

2
Ω

(αχ̃− K̃2Ω)2 +Ω(1− Ω)2
(7.15)

となり，補題 7.1と同様に，H∞ノルムが直流ゲインで抑えられる条件は，次のDが負または 0 となる

こと

D :=

((
αχ̃

1− α

)2

+ 2− K̃2
2

)2

− 4

[(
2(1− α)− K̃2

2
)( αχ̃

1− α

)2

− 2αχ̃K̃2 + 1

]
≤ 0 (7.16)

となる．K̃2を固定したとき χ̃について単調減少であることも前節と同様に示せるため，D = 0となる

ときに |χ̃|を最大化する K̃2を求めれば良い．まず，(7.16)式を展開し，

D =

(
1

1− α

)4

α4χ̃4 +
2K̃2

2
+ 4(2α− 1)

(1− α)2
α2χ̃2 + 8K̃2αχ̃+ K̃2

4 − 4K̃2
2
= 0 (7.17)

とする．これは (7.10)式から (7.11)式のように簡単に因数分解することが出来ない．また，慣性比が

1,5,10,20倍の場合に，Fig. 7.1と同様の方法で (7.17)式をプロットしたものを Fig. 7.2に示す．Fig. 7.2

から，慣性比が小さくなるほどD = 0の概形は，Fig. 7.1から離れていき，r = 1では楕円ですらない

形となっている．また最適な K̃2が −1 から離れていくことが分かる．

このように，rが有限の場合には，前節のように解を簡単に得ることは出来ない．本研究では高慣性

比であることを利用した近似を用いることで，補題 7.1と同様に因数分解によって簡単に最適値に近い

χ̃を得ることを目指す．具体的には，(7.17)式の第二項に含まれている (2α− 1)に着目し，因数分解が

可能になることを狙ってこれを−(1− α)2と置き換える．すなわち問題設定より慣性比が十分大きいこ

とから，−(1− 2α+ α2) ≈ −(1− 2α)と近似すると (7.17)式は，

D ≈
(

1

1− α

)4

α4χ̃4 +

(
2K̃2

2

(1− α)2
− 4

)
α2χ̃2 + 8K̃2αχ̃+ K̃2

4 − 4K̃2
2

=

(
1

1− α

)4

α4χ̃4 + K̃2
4
+

2

(1− α)2
α2χ̃2K̃2

2 − 4α2χ̃2 + 8K̃2αχ̃− 4K̃2
2
= 0 (7.18)
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Fig. 7.2: Plot of D=0 (r = 1, 5, 10, 20)

となる．式の第 1項から第 3項，第 4項から第 6項でそれぞれ因数分解を行うと，

D ≈
(

1

(1− α)2
α2χ̃2 + K̃2

2
)2

− 4(αχ̃− K̃2)
2

=

(
1

(1− α)2
α2χ̃2 + K̃2

2 − 2(αχ̃− K̃2)

)(
1

(1− α)2
α2χ̃2 + K̃2

2
+ 2(αχ̃− K̃2)

)
= 0 (7.19)

となり，近似したことによってDは 2つの楕円の方程式で構成される方程式となることが分かる．ここ

から，安定条件の範囲 0 > αχ̃ > K̃2を含む楕円

(
1

(1− α)2
α2χ̃2 + K̃2

2 − 2(αχ̃− K̃2)

)
= 0 (7.20)

に着目し，変形を進めると，

(
αχ̃− (1− α)2

1− α

)2

+ (K̃2 + 1)2 = (1− α)2 + 1

(7.21)
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が得られる．補題 7.1と同様に，最適な K̃2と χ̃は傾きが 0の接線との交点である．したがって最適な

K̃2は −1 であることが分かる．一方，χ̃については，(7.21)式に K̃2 = −1を代入した

(
αχ̃− (1− α)2

1− α

)2

= (1− α)2 + 1 (7.22)

を解けばよい．そのためにまず両辺の平方根をとるが，このとき安定条件を満たすため右辺は負を選択

する．

(
αχ̃− (1− α)2

1− α

)
= −

√
(1− α)2 + 1 (7.23)

さらに式変形することで最適な χ̃が

αχ̃

1− α
= (1− α)−

√
(1− α)2 + 1

αχ̃

1− α
=

(
1−

√
(1− α)2 + 1

(1− α)

)
(1− α) (7.24)

χ̃ =

1−
√
1 +

1

(1− α)2

α
(1− α)2 (7.25)

と得られる．この χ̃は，0 < α < 1の範囲において (1−
√
2) < αχ̃ < 0となることから，すべての慣性

比に対して安定条件を必ず満たし，さらに慣性比が無限大の場合に前節の結果と一致する．

以上より，次の設計法を提案する．

構成法 2 以下の (1)から (3)を行う．

(1) K̃2 = −1とする．

(2) (7.25)式より χ̃を計算する．

(3) (5.8)式より K̃1を計算する．

8章では ωn ̸= 1の一般の場合および，システムの入力が ūではなく uである場合を扱う．その場合で

あっても構成法 1と同様に，(5.9)式より uに対するK は設計した K̃ の ωnJM倍で与えられる．
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第8章 数値例・実験による検証

8.1 近似が有効な範囲の確認

構成法 2において近似を用いることによって与えられた χが最適値と同等の性能を持つ具体的な範囲

を調べるため，探索によって得られた結果と比較する．ただしここでの探索は，最適解の精度を向上さ

せるため，6章で行った K̃1と K̃2に関するメッシュ探索ではなく，7章の (7.17)式に基づいて行う．具

体的には，K̃2を 0.01刻みで与え，MATLABの関数 rootsを用いて (7.17)式の解 χ̃を得て，そのうち

負の実数で安定条件 (4.7)式を満たし，さらに |χ̃|が最大となる点を探すことにより求めた．

なお γは小数点第 3位で四捨五入し，構成法 2の K̃2はすべて −1 のため省略している．γに着目す

ると，数値探索と構成法 2の差は rが 10倍以上から 0.02 dB以下となっていることがわかる．よって提

案補償器の導出に用いた近似が制御性能に与える影響は小さいと考えられる．

Table 8.1: Comparison of closed-loop H∞norm γ

r Numerical search Proposed method

K̃2 χ̃ γ(dB) χ̃ γ(dB)

5 −1.01 −2.32 6.66 −2.34 6.70

10 −1.00 −4.41 7.10 −4.42 7.12

15 −1.00 −6.49 7.27 −6.50 7.28

20 −1.00 −8.57 7.36 −8.57 7.37

25 −1.00 −10.64 7.42 −10.64 7.42
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8.2 シミュレーション

構成法 1，構成法 2によって,駆動側角速度のみを用いた比例制御に対して外乱抑制性能を改善出来る

ことを数値シミュレーションにより示す．r = 10とした P̃ に対して，次の 4つの補償器を比較した．

• 構成法 1によって設計した補償器Kprop1

• 構成法 2によって設計した補償器Kprop2

• (5.4)式を用いて設計したKωM :=

[
0 K̃2

∗
]

• (7.17)式に基づいて数値探索により得た最適解 (H∞補償器)K∞

P̃ に対して設計した結果の各補償器のパラメータとその γを Table 8.2に，閉ループ系のゲイン特性

を Fig. 8.1に示す．図よりKωM を用いる場合に比べて，Kprop1を用いる場合は約 5.12 dB ，Kprop2を

用いる場合は，γを約 5.78 dB低減出来ていることがわかる．また，K∞とKprop2はほぼ重なっており，

Table 8.2よりH∞ノルムの差は 0.02 dB程度である．Fig. 8.1の妥当性を確認するために，MATLAB

の関数 lsimによってシミュレーションを行った．振幅 1 Nm，周波数 0.1 rad/sの正弦波外乱を加えた

ときの ωLの時間応答を Fig. 8.2に示す．

Fig. 8.1の 0.1 rad/sにおけるゲインはKωM，Kprop1でそれぞれ 12.8 dB = 4.37，7.49 dB = 2.37で

Kprop2とK∞はこの周波数では同じゲインを持つため，両方とも 7.02 dB = 2.23となり，Fig. 8.2 と対

応する．

Table 8.2: Parameter of controller
Controller Parameter γ(dB)

KωM K̃1 = 0 K̃2 = K̃2
∗
= −2.35 12.9

Kprop1 K̃1 = −2.69 K̃2 = −1.30 (χ̃ = 1.8K̃2
∗
) 7.78

Kprop2 K̃1 = −3.42 K̃2 = −1.00 7.12

K∞ K̃1 = −3.41 K̃2 = −1.00 7.10
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8.3 軸バネの実験装置における実験

2.2節で示した慣性比 11.5倍の軸バネの実験装置に対して前項と同様に 4つの補償器を設計した．実

装は次の手順で行った．

1. Table 3.2から αを読み取り，4つの補償器それぞれの方法で K̃ を設計する．

2. Table 3.2から ωnを，Table 3.1から JMを読み取り，(5.9)式よりK = K̃ωnJM倍する．

実装した各補償器のパラメータと P に対して適用した際の γ を Table 8.3に，閉ループ系の概形を

Fig. 8.3に示す．Table 8.3について，すべての値は小数点第 3位で四捨五入している．図よりKωM を

用いる場合に比べて，Kprop1を用いる場合では約 5.3 dB，Kprop2を用いる場合では約 6.3 dB γを低減

出来ている．なお，Kprop2の方がK∞よりも γが約 0.02 dB程度低くなっているが，K∞の探索時の刻

みが十分小さくなかったためと考えられる．8.1節から，慣性比 10倍以上では十分な近似が行えること

が確認されているため，このまま以降に述べる実験を行った．

Table 8.3: Parameter of controller
Controller Parameter γ(dB)

KωM K1 = 0 K2 = −0.02 (K̃1 = 0 K̃2 = K̃2
∗
= −2.50) 35.25

Kprop1 K1 = −0.02 K2 = −0.01 (K̃1 = −3.13 K̃2 = −1.37 χ̃ = 1.8K̃2
∗
) 30.00

Kprop2 K1 = −0.03 K2 = −0.01 (K̃1 = −4.04 K̃2 = −1.00) 28.95

K∞ K1 = −0.03 K2 = −0.01 (K̃1 = −4.03 K̃2 = −1.00) 28.97
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8.3.1 ステップおよび正弦波外乱応答実験

本節では Fig. 8.3の妥当性を確認するため，ステップ外乱と正弦波外乱を印加する実験を行った．実

験時間は 6sで目標角速度は 20 rad/s一定である．ただし，本実験では実験開始時の過渡応答よりも目

標角速度まわりの定常応答を重視するため，実験開始 (0 s)から 1 sの間は PI補償器を用いて速度を目

標角速度 20 rad/s一定となるようにし，1 sで検証する補償器に切り替えた．次の条件で外乱トルクを

与えた．ただし補償器の出力 TMについて，装置の故障を防ぐ目的で±0.21 Nmの制限を設定している．

• 2sから 3sの間：−0.096 Nm(定格トルクの 15 %)のステップ外乱

• 4sから 5sの間：片振幅 0.064 Nm(定格トルクの 10 %)，5Hzの正弦波外乱

実際に印加したトルクの波形を Fig. 8.4に示し，設計したそれぞれの補償器を適用した際の実験装置の

応答をそれぞれ Fig. 8.5-Fig. 8.8に示す．

ステップ外乱と正弦波外乱による ωLの変動を Fig. 8.3から予測する．Fig. 8.3より，直流ゲインから

5 Hzまでの閉ループゲインは，すべての補償器でほぼ一定であることが読み取れるため，各補償器を適

用した際の γをもとに予測値を計算する．KωM を用いた場合ではステップ外乱時に 1035.25/20×−0.096

より ωLは −5.56 rad/sの変動，正弦波外乱時 1035.25/20 ×−0.064 より ωLは最大 3.70 rad/sの変動

が予測できる．実際に Fig. 8.5を確認すると，入力された外乱に対して予測値と同程度の変動している

ことが読み取れる．同様に，他の補償器を用いた場合の外乱入力に対する ωLの変動は，Kprop1を用い

た場合はステップ外乱時−3.04 rad/s正弦波外乱時 2.02 rad/s，Kprop2を用いた場合はステップ外乱時

−2.69 rad/s，正弦波外乱時 1.80 rad/s，K∞を用いた場合もステップ外乱時−2.69 rad/s，正弦波外乱

時 1.80 rad/sと予測できる．それぞれに対応する実験結果 Fig. 8.6-Fig. 8.8を見ると，予測値と同程度

の変動が確認でき，Fig. 8.3は妥当であるといえる．
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8.3.2 広帯域外乱応答実験

本項では，より一般的な外乱を念頭に，広帯域外乱を用いて Fig. 8.3の妥当性を確認する．具体的に

は，外乱とそれに対する ωL の実験結果を用いて周波数分析を行い閉ループゲインを算出することで，

Fig. 8.3の妥当性を確認する．

実験手順として，前節と同様に実験開始 (0 s)から 1 sまでは PI補償器を用いて角速度を目標角速度

20 rad/s一定となるようにし，1 sで検証する補償器に切り替える．外乱 TLは振幅 0.096 Nmの広帯域

外乱で，rand関数 (疑似乱数)により生成される．実験時に取得した入出力信号 TLと ωLについて，そ

れぞれパワースペクトル密度 (PSD)を計算し，ωLのPSDを TLのPSDで除して求めた閉ループゲイン

を Fig. 8.9-Fig. 8.12に示す．また，比較のために Fig. 8.3で示される閉ループゲインも重ねて示す．

Fig. 8.9-Fig. 8.12より，100 Hzより低域で実験結果と計算結果がほぼ一致していることが確認でき

る．100 Hz以降の実験結果と計算結果のズレは ωMと ωLの速度の算出における疑似微分によるものと

考えてられる．また Fig. 8.9-Fig. 8.12のすべてにおいて 3 Hz，60 Hz，200 Hzにピークが見られるこ

とから，補償器ではなく実験環境固有のノイズが影響していると考えられる．以上より，Fig. 8.3は妥

当であると言える.
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Fig. 8.9: Closed-loop gain(KωM )

10
0

10
1

10
2

10
3

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

G
ai

n

Frequency [Hz]

 

 
Experiment
Calculation

Fig. 8.10: Closed-loop gain(Kprop1)
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Fig. 8.11: Closed-loop gain(Kprop2)
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Fig. 8.12: Closed-loop gain(K∞)
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8.4 軸トルクセンサの利用による提案法と等価な補償器の実装

本研究では ωLを利用する補償器について議論してきたが，現実の制御対象によっては ωLが従動側の

情報であるため，その利用が難しいことがある．そのような場合でも，従動側ではなく駆動側に軸トル

クセンサを追加することで TSを利用することが考えられる．後に示すように，ωLは ωMと TS(の微分)

から得ることが可能であるため，ωLが利用できるとして設計した補償器K から，等価な外乱抑制性能

を持つ TSを利用する補償器KTS
を構成できる．本節では，軸トルクセンサを追加した実験装置を用い

て，Fig. 2.3の閉ループ系に対応するKTS
を前節までの補償器と同等の性能を持つ補償器として実装す

る手順を示し，実機への適用について検討する．

まず，2.3節で述べたトルクセンサを用いた実験装置の物理モデル PTS
と周波数応答を Fig. 8.13に示

す．青線が計測した周波数応答 P̂TS
で，赤線が PTS

である．それぞれ入力 u :=

[
TL TM

]T
から 出力

y :=

[
ωL TS ωM

]T
までの伝達関数行列である．ここで，P̂TSab(s)を b から a までの伝達関数とし，

a = 1，2，3 がそれぞれ ωL，TS，ωM に，b = 1，2 がそれぞれ TL，TM に対応するとして次式のように

表す．PTSab(s)も同様である．

P̂TS
(s) :=


P̂TS11(s) P̂TS12(s)

P̂TS21(s) P̂TS22(s)

P̂TS31(s) P̂TS32(s)

 (8.1)

PTS
の状態空間表現は次のように与えられる．また，各物理パラメータは 3.1節と同様の方法で P̂TS

から推定した．その結果を Table 8.4に示す．

 A B

C 0

 =



0 1 −1 0 0

−KS

JM
−CS

JM

CS

JM
0

1

JM
KS

JL

CS

JL
−CS + CL

JL

1

JL
0

0 0 1 0 0
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Fig. 8.13を見ると，P̂TS11，P̂TS22において，それぞれ約 2810rad/s, 281rad/sに物理モデルにはなかっ
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た二つめの反共振のピークが見られ，三慣性系になっていると考えられる．これは，Fig. 2.7において，

トルクセンサを追加する際に両側にシングルディスクカップリングを使用して軸の接続を行ったために，

剛性が低い部分が増え，JMまたは JLとはみなされない慣性が大きくなってしまったためであると考え

られる．

Table 8.4: Physical parameter of P̂TS

JM 7.80× 10−5 kg ·m2

JL 7.08× 10−4 kg ·m2

KS 1.88 Nm/rad

CS 1.1× 10−4 N ·m · s/rad
CL 1.5× 10−4 N ·m · s/rad
ωn 163.5 rad/s (26.0 Hz)

ωa 51.5 rad/s (8.2 Hz)
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Fig. 8.13: Frequency response of P̂TS
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8.4.1 等価な補償器の実装

軸トルク TSの微分 sTSが利用できるとすると，(3.2)式より

sTS = KS(ωM − ωL) + sCS(ωM − ωL) (8.3)

が成り立つ．ここで，以降の実装では簡単のため CS = 0とすると (8.3)式は

sTS = KS(ωM − ωL) (8.4)

となる．現実の装置では CS ̸= 0 であり，この状況は現実には起こらないが，Table 8.4より CSは小さ

い値であり，また実際に次節の実験では設計した補償器の一つが使用できることが確認されている．

したがって次の結果が成り立つ．

補題 8.1 (2.3)式の補償器Kが存在するための必要十分条件は，
[
s TS ωM

]T
を入力とする以下の

補償器KTS
が存在することである．

KTS
:=

[
−K1

KS
χ

]
(8.5)

証明 (2.3)式右辺に (3.2)式を代入し，

TM = K y =

[
K1 K2

] ωM − s
1

KS
TS

ωM

 =

[
−K1

KS
K1 +K2

] sTS

ωM

 (8.6)

となることから明らか． 2

したがって，構成法 1や構成法 2で補償器を設計したのち，(8.5)式の形で実装することによって，等

価な性能を持つ補償器を設計することが出来る．ただし，現実の装置へ適用する場合には，軸トルクを

微分する際に，完全な微分器の実装は不可能である．したがって次項では疑似微分器を利用した実験を

行っている．
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8.4.2 軸トルクセンサを追加した実験装置での実験

前項の (8.5)式を利用して，軸トルクセンサを追加した実験装置で実験を行った．実験に用いた補償

器は

• 構成法 2で設計したKprop2

• (8.5)式に従ってKprop2から変換したKTS

の 2つである．Kprop2は 8.3節と同じ手順でTable 8.4に基づいて設計した．またKprop2を用いた実験

では軸トルクセンサを追加した実験装置を用いてFig. 2.2を構成している．KTS
を用いる場合はFig. 2.3

を構成して実験を行った．それぞれのパラメータをTable 8.5に示す．ただし，Table 8.5はそれぞれ小

数点以下第 3位で四捨五入している．

また，前項で述べたように実際の装置では完全な微分を利用することは不可能であるため，疑似微分

器
s

ϵs+ 1
を設計し，実験装置のトルクセンサから取得した TSにこの疑似微分をかけてKTS

へ入力する

ように制御系を実装した．ϵはカットオフ時定数で，カットオフ周波数
1

2πϵ
は 100 Hzと 500 Hzで検討

を行った．PTS
にKprop2とそれぞれのカットオフ時定数を設定した場合のKTS

を Fig. 8.14に示す．

Fig. 8.14から，カットオフ周波数 500 Hzの場合に γは 1.1 dBの悪化，100 Hzの場合に γは 6.1 dB

の悪化となり，カットオフ周波数を低く設定するほど悪化することが分かる．これは理想的な微分に対

して疑似微分ではゲイン特性，位相特性共にゆがみが生じるためであると考えられる．疑似微分器の構

造を変更することによって改善が期待できるが，Fig. 8.14の各閉ループ系は安定であるため，カットオ

フ周波数 500 Hzの疑似微分器をゼロ次ホールドで離散化し実機に実装して実験を行った．実験手順，印

加外乱は 8.3.1節と同様である．

設計したそれぞれの補償器を適用した際の実験装置の応答をそれぞれ Fig. 8.15と Fig. 8.16に示す．

Fig. 8.15よりKprop2を用いた場合の制御系は安定であることが分かるが，Fig. 8.16よりKTS
の場合

は不安定な結果となった．Fig. 8.16に対応する TMを Fig. 8.17に示す．

Table 8.5: Parameter of controller
Controller Parameter

Kprop2 K1 = −0.04 K2 = −0.01 (K̃1 = −3.04 K̃2 = −1.00)

KTS
−K1

KS
= 0.02 χ = −0.05 (− K̃1

KS
= 1.62 χ̃ = −4.04)
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Fig. 8.17より，制御入力 TMが設定された実験装置のトルク制限 0.21 Nmにあたってしまっているこ

と，また高周波で発振していることが分かる．この結果を考察するため，次の 2つを Fig. 8.18に示す．

それぞれの一巡伝達関数が −1 倍されている理由は，古典制御における重ね合わせ点の負号と合わせる

ためである．

• Kprop2を実装した場合の閉ループ系の一巡伝達関数−(P̂TS12

s

K1
+ P̂TS32K2)

• KTS
を実装した場合の閉ループ系の一巡伝達関数−( ˆ−PTS22s

K1

KS
+ P̂TS32χ)

Fig. 8.18を確認すると，高い周波数域において，Kprop2に対してKTS
のゲインが高域で上がってい

くことが分かる．これは Fig. 8.13の P̂TS22と PTS22の差に対応していると考えられ，この差が制御系を

不安定化していると考えられる．改善策としてはのトルクセンサの接続方法を見直すことと，装置全体

の物理パラメータを見直し，三慣性系の影響をより高域にすることなどが考えられるが，これらについ

ては今後の課題とする．
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第9章 結言

本論文では，モータの回転制御に広く使われる PID補償器やノッチフィルタが低剛性・高慣性比の二

慣性系において十分な外乱抑制性能を持つとは限らないことから，低剛性・高慣性比の二慣性系におけ

る外乱抑制性能の改善に取り組んだ．さらに，本論文の方針として，駆動側角速度に加えて従動側角速

度を利用できる場合における補償器構造を考え，H∞制御系設計で必要としていた，制御対象が変更さ

れる度の再設計を不要にするため，補償器の構造とその調整法を物理パラメータに陽に依存させるとし

た．具体的に駆動側及び従動側角速度に定数ゲインがかかる比例補償器を考え，本研究では 2つの補償

器構成法を提案した．1つ目は駆動側角速度の比例制御における制約を本研究の問題設定では起こらな

いことに着目し，低周波数域で平坦な特性を持つゲイン特性を得られる補償器構成法で 1次元探索を行

う必要があった．2つ目が慣性比∞の場合のH∞補償器が解析的に得られることに着目し，慣性比が有

限の場合にその導出過程にある近似を導入することによって，H∞補償器を物理パラメータと簡単な演

算によって近似的に構成する構成法であり，探索を行うことなく安定で最適な補償器を得ることが出来

る．この近似が制御性能に与える影響は，慣性比が 10倍以上の場合に最適解からのH∞ノルムの悪化

は 0.02 dB程度であり，小さいと考えられる．

提案型補償器の実用性の確認はまずシミュレーションで行い，シミュレーションした負荷の角速度の

時間応答の結果が解析的に求めた閉ループゲインの周波数特性と整合することを示した．次に，ステッ

プ外乱と正弦波外乱を順に加える実験を行い，シミュレーションのときと同様に実験で取得した負荷の

角速度の時間応答が解析的に求めた閉ループゲインの周波数応答と整合することを確認した．広帯域外

乱を加える実験では，計算と実験で求めた閉ループゲインの周波数応答の良好な一致を確認し，提案型

補償器の実用性は十分にあると結論づけた．

また，従動側角速度情報が利用できない場合に，駆動側にトルクセンサを追加することによって軸ト

ルク微分情報を扱えるとするならば，本研究の設計法によって設計した補償器と同等の外乱抑制性能を

達成する補償器を構成できることを示した．実際に実験を行ったところ，制御系が安定する結果は得ら

れなかったが，これは実験装置がトルクセンサの追加により三慣性系となってしまったことで一巡伝達
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関数の高周波数域がハイゲイン化していることが原因であることを述べた．同時に，そのような装置の

場合でも，従動側角速度を用いる元の補償器は実際の実験で安定したことを示した．

提案した慣性比∞の解析解に基づく構成法から得られた補償器は高慣性比に対して一意に安定で外

乱抑制の意味で最適に近い性能を持つ．また周波数特性を持たないことから実機への適用が簡単であり

ながら，駆動側角速度のみを用いる場合に比べて大きく外乱抑制性能を改善することができる．一方で，

従動側角速度の代わりに軸トルクを観測する制御系においても，提案した構成法により得られた補償器

と同等の性能を達成できるようフィルタを調整・追加して実験することが今後の課題である．
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